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АБСТРАКТ 

 В докладе рассмотрены вопросы, связанные с описанием модуляции интенсивности 
галактических космических лучей (ГКЛ) на основе решения 3D и 2D стационарного 
транспортного уравнения для функции распределения (ФР). Особенностью 2D 
уравнения является то, что оно получено из 3D уравнения путём его редукции по 
долготной координате и отличается от обычного 2D уравнения учётом дрейфового 
потока частиц ГКЛ вдоль трёхмерного гелиосферного токового слоя (ГТС), присущего 
3D подходам. При этом скорость дрейфа представлена только регулярной частью, а 
сингулярный 3D поток на ГТС, распределённый по ширине секторной зоны, входит в 
регулярную скорость в виде добавки, пропорциональной ⊥KKT / . В результате в 2D 

уравнении отсутствует расходимость как на границах секторной зоны, так и на 
гелиоэкваторе, характерная для паркеровского транспортного уравнения. 
Решение задачи проведено для широко распространённой однопараметрической 
модели ГТС, получившей название «модель наклонного токового слоя» (НТС), где 
модельный параметр – угол наклона ГТС   меняется в широких пределах в 11-
летнем цикле солнечной активности (СА). В основу подхода была положена 
геометрическая симметрия модели НТС )

~
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~
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уравнение поверхности ГТС. Этой же симметрией обладает и решение )(rU  3D 

уравнения. Это свойство используется при редукции 3D уравнения в 2D. 
В докладе уделено внимание сравнению основных характеристик решений 
апприорного двумерного уравнения с полученным из 3D 2D уравнением, а также 
усреднённых по долготе решений 3D уравнения с 2D решениями при одинаковых 
модуляционных параметрах. 
 

ВВЕДЕНИЕ 

В работе в краткой форме представлены результаты многолетних 

усилий по представлению 3D транспортного уравнения (ТРУ) 

галактических космических лучей (ГКЛ) в простейшей модели 

гелиосферы где единственнпой трёхмерной характеристикой является 
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изогнутый токовый слой (модель НТС), а магнитное поле является 

паркеровским двухкомпонентным, ,r  компоненты, не зависящие от 

долготы. Постановка такой задачи относится к концу прошлого века 

и имеет достаточно серьёзные основания. Во-первых, 3D решения в 

такой простой постановке (коэффициенты уравнения не зависят от 

долготы) в любом из секторов крайне слабо зависят от долготы (в 

пределах одного процента), и для описания измерений обычно 

используются усреднённые по долготе значения. Во-вторых, при 

больших размерах гелиосферы, требование малости 

пространственных шагов приводит к чрезмерному увеличению 

рассчётного времени. В третьих, один из механизмов модуляции в 

транспортном уравнении – дрейфовое движение заряженных частиц в 

неоднородном магнитном поле, локализовано вблизи гелиосферного 

токового слоя (ГТС) (в слое LL RR 22 ,−  вблизи от него), а это при малых 

энергиях частиц весьма узкий транспортный коридор, требующий 

дополнительного измельчения пространственного шага для 

преемлемого разрешения профиля скорости дрейфа как функции 

расстояния от ГТС (отметим, что эта проблема остаётся актуальной и 

при решении задачи методом Монте-Карло). 

Все перечисленные причины и привели лет 30 назад к постановке задачи 

(постановка задачи в России принадлежит Крайневу М.Б.): редуцировать 3D 

транспортное уравнение ГКЛ таким образом, чтобы сохранить вклад всех 

физических механизмов модуляции, содержащихся в нём. Поскольку к 90-м 

годам прошлого века было экспериментально установлено, что гелиосфера 

является в основном двумерной, радиальное расстояние r и полярный угол   

(или широта  ), то исключить следовало долготу. Отметим здесь также, что 

апприорное осесимметричное уравнение не является полным при описании 
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дрейфов: долготная компонента скорости дрейфа выпадает из рассмотрения 

даже в случае модельного двухкомпонентного паркеровского ГМП. До 

середины 90-х годов прошлого века его ширико применяли для описания 

модуляции интенсивности ГКЛ при наличии плоского ГТС. 

 

1. МЕТОДИКИ РЕШЕНИЯ 3D ТРУ. 

Первой работой, в которой был применён 3D подход к решению ТРУ является 

работа (Кота, Джокипии, 1983) [1]. В этой статье авторы при очень простых 

коэффициентах ТРУ, не зависящих от долготы (постоянная скорость 

солнечного ветра (СВ), паркеровское двухкомпонентное ГМП, коэффициенты 

диффузии ~ Bp /2/1  и размерах гелиосферы 10 а.е.), впервые провели численное 

решение уравнения и описали методику расчёта. Ими был использован метод 

дробных шагов по координатам (Яценко, 1956). Эта работа стала в дальнейшем 

эталоном для других исследователей, использующих другие схемы решения. В 

дальнейшем, в силу трудоёмкости, эта методика не получила широкого 

распространения при описании экспериментальных данных. 

 Паралельно группа исследователей из университета г.Потчесрум, ЮАР 

(Подгейтер, Бургер, Ле Руа и др., см. также [2]), много времени и сил 

посвятивших численному моделированию и аппроксимации скорости дрейфа, 

начиная с ≈1995 г. развили другой подход к численному решению 3D ТРУ, 

основанный на координатной прогонке по каждой переменной с 

использованием методики неопределённых множителей (схема Джексона). До 

недавнего времени эта группа была лидером при описании практически всех 

крупных экспериментов. Отличительной чертой (и недостатком, как считают 

некоторые специалисты) их методики является упор на многопараметрическое 

описание спектральных характеристик данных измерений. По крайней мере, 

три используемых ими параметра носят чисто геометрический смысл и их связь 

с гелиосферными характеристиками (параметрами модуляции) неясна. 

 Начиная с 2000-х годов, после пионерской работы (Ming Zhang, 1999) [3], 

для решения 3D ТРУ стал применяться метод Монте-Карло, основанный на 
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стохастическом аналоге этого уравнения. Применение этого подхода, также 

достаточно друдоёмкого, стало возможным всвязи с бурным развитием 

вычислительной техники в последние два десятилетия. Несомненным 

преимуществом этого метода является возможность проводить вычисления при 

любых распределениях ГМП в гелиосфере. Не всегда при описании одних и тех 

же данных измерений вычислительные параметры решения методом конечных 

разностей и методом Монте-Карло совпадают, однако первый метод всё ещё 

остаётся достойным конкурентом второго. 

 

2. ПЕРВЫЕ ПОДХОДЫ К РЕДУКЦИИ 3D→2D. 

Первой полноценной работой (не считая работ с формулировкой 2D уравнения 

в общем виде и прикидочных работ по его решению) по редукции явилась 

работа [4]. В этой работе 3D ТРУ рассматривалось в системе координат 

наблюдателя, т.е. использовался его нестационарный вариант. Его 2D аналог 

был сформулирован в виде: 

       (1) 

где U  − функция распределения, нормированная на плотность 

частиц, K  − симметричный тензор диффузии, rrV eV=  − скорость СВ, 

][ 1
)( nV T

a
d FK=  − полная средняя скорость дрейфа, =




2

0

)2/1( dF  − среднее 

значение знаковой функции   в секторной зоне (СЗ), TK  − компонента 

антисимметричного тензора, 1n  – единичный вектор, направленный вдоль 

ГМП. Выражение в квадратных скобках в правой части (1) представляет 

среднее значение по полному долготному периоду 2 . Его можно представить 

в виде: ][ 1
+= fnV Td Ku


,  где 




duii 

+

−

+ =
12

1

)/1(f  − интеграл по сектору 

положительной полярности ГМП. 

Приведённая формулировка (1) редуцированного 3D уравнения является 

одной и той же независимо от формулировки исходного уравнения: в виде 
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дивергенции от полного диффузионно-дрейфового потока или с выделением 

слагаемого со скоростью дрейфа. Для замыкания уравнения требовуется найти 

выражение для вектора +
if  через U . Уравнение для +

if  было сформулировано 

исходя из условий для диффузионно-дрейфовых потоков на ГТС, причём 

симмеерия ГТС не предполагалась (произвольная форма ГТС). Это 

соотношение имеет вид  

   ]}[]){[1)(/( 11
2 +

⊥
+

−−= fnnf FUFKKF T    (2) 

где левая часть равенства (2) получена путём формального усреднения по 

долготе исходного выражения в каждом из секторов, и использовано равенство

+− −= ff . Поскольку функциональное решение уравнения (2) (без задания 

зависимости K  и U от координат) получить затруднительно, было получено 

решение для частного случая .1/ =⊥KKT , где нижний знак соответствует 

отрицательному сектору с 0TK . Физически это соответствует условию, когда 

диффузионно-дрейфовые потоки, обусловленные u  всреднем равны нулю в 

каждом из секторов. В качестве решения уравнения (2) в работе [ ] было 

предложено выражение 

    , 

которое и вошло в формулировку редуцированного уравнения. Позднее (после 

выхода работы [4]) было выяснено, что простая подстановка UFa =+ )(f  с 

FFFa arcsin)( =  является решением уравнения (2) в этом случае. 

 В 2021 году в работе [5] было проведено сравнение правой части 

уравнения (1) со скоростью дрейфа, полученной в редуцированном уравнении с 

оценкой этого же выражения, полученной из решения полной 3D задачи. В 

случае использования скорости дрейфа 2D редуцированной задачи оценка 

правой части уравнения (1) оказалась существенно выше оценки, полученной в 

3D модели (был использован код группы ЮАР). 

 

3. РЕДУКЦИЯ 3D→2D В РАМКАХ МОДЕЛИ НТС. 
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Анализ скорости дрейфа в редуцированном 2D уравнении (1) с решением для 

UFF =+ arcsinf  показывает, что скорость расходится на границах секторной 

зоны по широте. Эта расходимость не является фатальной с вычислительной 

точки зрения, но может приводить к скачкам U  на этих поверхностях. С 

идейной точки зрения такое положение находится в противоречии с 

апприорным требованием гладкости U  везде в области решения. Поскольку все 

современные 3D подходы сформулированы в рамках модели НТС (модель 

наклонного токового слоя), то уместно при редукции ограничиться именно 

этим случаем. Кроме того, с развитием методов решения трёхмерных задач 

Монте-Карло нет необходимости в рассмотрении нестационарных задач 

методом конечных разностей. 

 Поэтому при постановке задачи авторы ограничились стационарным 

вариантом транспортного уравнения для ГКЛ, а его анализ проводится в 

системе координат вращающегося Солнца. В качестве ГТС использовалась 

широко распространённая модель НТС, которая в каждой из полусфер 

(северной и южной) отличается долготной симметрией поверхности 

относительно значений долготы rs Vrr /)(2/
~

−+=   и rs Vrr /)(2/3
~

−+=  , 

где sr  - радиус поверхности источника ГМП. Это значит, что 3D решение 

обладает той же симметрией )
~

,,()
~

,,(  −= rr UU . Впервые симметрия 3D 

решения ТРУ была использована в работе [1]. 

 Другим полезным свойством модели НТС является возможность 

параметризации его положения относительно гелиоэкватора. При изменении 

параметра (имеющего смысл косинуса полярного угла в наклонённой под 

углом   поверхности) ГТС непрерывно переходит к поверхностям, 

обладающим такой же симметрией как и исходная (эти повехности получили 

название «подобных ГТС». При изменении параметра от 1 до -1 вся гелиосфера 

наделяется геометрической структурой подобной ГТС. С этой структурой в 

каждой точке гелиосферы можно связать локальную систему координат (ЛСК), 

в которой коэффициенты ТРУ описываются простейшим образом: BAx /Bn = , 
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      SSy = /n , ][ yxz nnn = . В такой системе координат 

симметричный тензор диффузии sK  диагонален, антисимметричный 

тензор AK  характеризуется двумя компонентами  cos23 TKK =  и 

 cos32 TKK −= ,   − известный параметр, определяющий распределение 

скорости дрейфа вблизи ГТС, TK  − дрейфовый коэффициент, имеющий 

стандартное определение,   − угол между радиальным направлением и 

направлением ГМП. 

 Исходя из формулировки исходного 3D уравнения в виде 

  0)/ln()3/())( =+− mSS ppU/UU VVK ,   (3) 

As KK +=K , SV  − скорость СВ в системе координат вращающегося Солнца, 

введя определения 

   uU +=U , =
+ 




2

2/),,,(),,(  U dprprU , 

можно показать [6], что трёхмерные градиенты в пределах каждого сектора 

определяются соотношениями: 

 ][)/()/( UKKru xT = ⊥ n 2/)
~

sin/(sin  ctgctgF + ,  (4) 

а радиальная и долготная компоненты связаны равенствами 

   
)(sin)(cos zy uu nn +  yx U nn = ][sin .   (5) 

   
)(cos)(sin zy uu nn +−  zx U nn −= ][sin .    (6) 

Здесь фазовая постоянная   введена согласно равенству ⊥= KKtg T / . Так как 

матрица связи орт ЛСК с ортами сферической системы коордират известна, из 

(5) и (6) определяются ru  / и )sin/()
~

/(  ru  . 

 Компоненты векторов f  по определению получаются интегрированием 

компонент градиентов по долготе в пределах сектора. В результате 0ff == ++
r , и 

единственная ненулевая компонента − +
f : 

    ,f BA−=+  ,])[/( UFKKA xT = ⊥ n    (7) 

 22
11

22 /)]
~

sin/(
~

cos[ ctgctgctgctgctgctgarctgB −+−= ,  ctgctg=1

~
sin . 
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Компонента −
f  вектора −f  получается интегрированием (3) по интервалу (

11

~
,

~
 − ) (отрицательный по знаку ГМП сектор). Результат интегрирования 

равен выражению (4) со знаком плюс, и необходимое условие 

антисимметричности, +− −= ff , выполняется. Результат (7) можно сравнить с 

аналогичным, предложенным в статье [7]. 

 При известном векторе +f  мы можем сформулировать редуцированное 

2D уравнение: 

 +− UFU r
dS ({)( )(VK −

⊥

}][  en U
K
K

x
T 0

ln3
=




+
p

UsUS

V
V ,  (8) 

в секторной зоне. Вне секторной зоны 0,1 == FF , и уравнение (8) переходит в 

обычное 2D уравнение с плоским ГТС. В уравнении (8) U  − ФР, 

нормированная на плотность числа частиц; SK  – симметричная часть тензора 

диффузии; ])[3/()(
xT

r
d KqpvA nV = , p – импульс, v – скорость частицы, TK  − 

дрейфовый коэффициент, BAx /Bn =  – единичный вектор вдоль ГМП, всегда 

направленный от Солнца, A= 1 – полярность ГМП в северном полушарии 

гелиосферы;  sinrV rrS −= eV  – скорость солнечного ветра во вращающейся 

системе координат. Множитель   представляет достаточно сложную функцию 

широты и даётся выражением В из определений (7), B= . 

 Отличительной чертой 2D уравнения (8) является наличие в нём только 

регулярной скорости дрейфа. Дрейф вдоль волнистого ГТС, присущий 

исходному 3D уравнению, в результате редукции трансформировался 

(размазался) по всей ширине секторной зоны и выступает теперь в виде 

регулярного дрейфа. Дрейф вдоль ГТС в редуцированном уравнении 

усреднился и входит в 2D уравнение в виде отношения ⊥KKT / , с физической 

точки зрения это проявление конкуренции между случайной диффузией и 

регулярным дрейфом. 

 Решение U  уравнения (8) является гладкой функцией, как и следовало 

ожидать. Однако градиент трёхмерной добавки u  терпит разрыв на 

гелиоэкваторе (это следует из выражения (4)), определяемый соотношением, 
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точно совпадающим с соотношением из работы [8] (Джокипии, Коприва, 1979). 

Условия такого рода обычно устанавливаются в случае плоского ГТС. 
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